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摘要 本文是一篇有关 λ- 超曲面的综述性文章, 讨论了 λ- 超曲面的构造、稳定性和 λ- 超曲面的分

类以及面积增长.
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1 平均曲率型的流

1.1 平均曲率流

设 Mn 是 n 维流形, X : Mn → Rn+1 是 n + 1 维欧氏空间 Rn+1 中的 n 维超曲面. 若光滑浸入

X(t) = X(·, t),
X(t) :Mn → Rn+1

满足

∂X(p, t)

∂t
= H(p, t),

则称 X(t) = X(·, t) 为平均曲率流, 其中 X(0) = X, H(p, t) 是超曲面 Mt = X(Mn, t) 在点 X(p, t) 处

的平均曲率向量.

欧氏空间中超曲面平均曲率流是 Huisken [1] 在 1984 年最早提出并进行研究的. 最简单的平均曲

率流是中心在坐标原点、半径为
√
−2n(t− T ) 的收缩球面 Mt ⊂ Rn+1, 其中 t 6 T . 这是一个光滑的

流, 并且在时刻 t = T 时, 流消逝.
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如果初始曲面 M0 = X(Mn)是欧氏空间 Rn+1 中 n维紧致的凸超曲面, Huisken [1] 证明了平均曲

率流 Mt = X(Mn, t) 一直保持光滑性和凸性直至收缩为一个点, 如果把这个点 “放大”, 看到的就是圆

球面.

如果初始曲面 M0 = X(Mn) 不是凸的, 平均曲率流就可能产生别的奇点. 例如, Grayson [2] 构造

了初始曲面是有足够长且细的手柄的旋转对称哑铃的例子. 这时就产生了别的奇点.

若 X :Mn → Rn+1 是超曲面且满足 H + ⟨X,N⟩ = 0, 其中 H 是超曲面的平均曲率, N 是单位法

向量场, 则

X(t) =
√
−2tX :Mn → Rn+1

是平均曲率流方程的解, 此解称为平均曲率流的自相似解.

如果超曲面 X :Mn → Rn+1 满足

H + ⟨X,N⟩ = 0,

则称其为自收缩子. 自收缩子在平均曲率流的研究中是重要的, 因为它描述了平均曲率流在给定奇点

处可能的 “爆破”. 关于欧氏空间中自收缩子的分类及刚性问题的研究结果有很多, 如文献 [3–7] 等.

另一方面, 考虑加权面积泛函

A(s) =

∫
M

e−
|X(s)|2

2 dµs,

通过计算其第一变分公式得到, X : Mn → Rn+1 是加权面积泛函 A(s) 的临界点当且仅当 X : Mn

→ Rn+1 是收缩子, 即 H + ⟨X,N⟩ = 0.

此外还可以得到 X :Mn → (Rn+1, e−
|X|2

n δij) 是极小超曲面当且仅当 X :Mn → Rn+1 是收缩子.

1.2 平均曲率型流

对于浸入 X(t) :M → Rn+1, 其中 X(0) = X, M 的体积定义为

1

n+ 1

∫
M

⟨X(t), N(t)⟩dµt.

Huisken [8] 研究了如下平均曲率型流:

∂X(t)

∂t
= (−h(t)N(t) +H(t)),

其中

X(t) = X(·, t), h(t) =

∫
M
H(t)dµt∫
M
dµt

,

N(t)是 X(t) :M → Rn+1的单位法向量. 此流保持M 的体积,被称为保体积的平均曲率流. Huisken [8]

还证明了, 如果初始超曲面是一致凸的, 那么上述保体积的平均曲率流就有光滑解, 并最终收敛于圆

球面.

接下来一个自然并且重要的问题就是研究加权面积泛函在保加权体积变分下的临界点. 但是从加

权面积泛函的角度来看, 现有的 M 体积的定义不够好, 我们需给出体积的新定义和新的曲率流. 2014

年, 文献 [9] 引进了 M 的加权体积的新定义和新的曲率流如下:
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对于浸入 X(t) :M → Rn+1, 其中 X(0) = X, M 的加权体积定义为

V (t) =

∫
M

⟨X(t), N⟩e−
|X|2

2 dµ.

新的曲率流定义为

∂X(t)

∂t
= (−α(t)N(t) +H(t)),

其中

α(t) =

∫
M
H(t)⟨N(t), N⟩e−

|X|2
2 dµ∫

M
⟨N(t), N⟩e−

|X|2
2 dµ

,

N 是 X :M → Rn+1 的单位法向量.

我们可以证明曲率流

∂X(t)

∂t
= (−α(t)N(t) +H(t))

保持加权体积 V (t). 因此, 称此流为保加权体积的平均曲率流.

2 λλλ- 超曲面、嵌入 λλλ- 环面的构造

2.1 λλλ- 超曲面

设 X : Mn → Rn+1 是 n+ 1 维欧氏空间 Rn+1 中的 n 维超曲面, X 的变分为 X(t) : M → Rn+1,

t ∈ (−ε, ε), X(0) = X.

定义加权面积泛函 A : (−ε, ε)→ R 为

A(t) =

∫
M

e−
|X(t)|2

2 dµt,

其中 dµt 是 X(t) 诱导度量下的面积元. M 的加权体积泛函 V : (−ε, ε)→ R 定义为

V (t) =

∫
M

⟨X(t), N⟩e−
|X|2

2 dµ.

若对所有的 t 和 ∂X(t)
∂t |t=0 = fN 来说, V (t) = V (0), 则称 X 的变分 X(t) 为保加权体积的法向

变分.

命题 2.1 令 X :M → Rn+1 是浸入的, 则下列叙述是等价的:

(1) 对于保加权体积的变分来说, A′(0) = 0;

(2) ⟨X,N⟩+H = λ, 其中 λ 是常数.

定义 2.1 令 X :M → Rn+1 是 Rn+1 中的 n 维超曲面. 若

⟨X,N⟩+H = λ,

则称 X :M → Rn+1 为 λ- 超曲面.

λ-超曲面是我们在文献 [9]中提出来并开始进行研究的,之后有很多有意思的结果,参见文献 [10–

15] 等. 当 λ = 0 时, λ- 超曲面就是平均曲率流的自收缩子. 对于 λ- 超曲面, 我们在文献 [9] 中证明了

如下结果.
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定理 2.1 令 X :M → Rn+1 是 Rn+1 中的 n 维超曲面, 则下列叙述等价:

(1) X :M → Rn+1 是 λ- 超曲面;

(2) X :M → Rn+1 是所有保加权体积变分的加权面积泛函 A(t) 的临界点;

(3) X :M → Rn+1 是 (Rn+1, e−
|X|2

n δij) 中的具有常加权平均曲率 Hw = e−
|X|2
2n H = λ 的超曲面.

2.2 λλλ- 超曲面的例子

所有的自收缩子都是 λ- 超曲面的标准例子. 例如, Angenent [16] 构造的紧致嵌入的自收缩子的

例子:

X : S1 × Sn−1 → Rn+1,

Drugan [17] 构造的拓扑球面的自收缩子的例子

X : Sn → Rn+1

和 Møller [18] 构造的紧致具高亏格的自收缩子的例子等. 此外还有如下例子:

例 2.1 半径为 r 的 n 维标准球面

X : Sn(r)→ Rn+1, r > 0

是 Rn+1 中的紧致 λ- 超曲面, 其中 λ = n
r − r.

例 2.2 对于任意正整数 k 来说,

X : Sk(r)× Rn−k

是 Rn+1 中的 n 维完备非紧的 λ- 超曲面, 其中

λ =
k

r
− r.

例 2.3 对于 n = 1 和某些小于零的 λ, 在 R2 中存在非圆周的紧致嵌入 λ- 曲线 Γλ 的例子.

对于自收缩子来说, 在 R2 中不存在非圆周的紧致嵌入自收缩子.

例 2.4 对于任意正整数 n, 在文献 [9] 中, 我们证明了在 Rn+1 中存在完备的嵌入 λ- 超曲面

Γλ × Rn−1.

2.3 嵌入 λλλ- 环的构造

2015 年, 我们在文献 [19] 中证明了如下结论:

定理 2.2 对于 n > 2 和 λ > 0, Rn+1 中存在嵌入旋转的 λ- 超曲面 X : S1 × Sn−1 → Rn+1.

证明 令 (x(s), r(s)) (s ∈ (a, b)) 是 xr- 平面上的一条曲线, 其中 r > 0, Sn−1(1) 是标准的 n − 1

维单位球面. 考虑如下映射:

X : (a, b)× Sn−1(1)→ Rn+1,

其中

X(s, α) = (x(s), r(s)α), s ∈ (a, b), α ∈ Sn−1(1).

也就是说, X 是由平面曲线 (x(s), r(s)) 绕 x 轴旋转得到的.
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引理 2.1 X : (a, b)× Sn−1(1)→ Rn+1 是 λ- 超曲面当且仅当 (x, r) 满足
(x′)2 + (r′)2 = 1,

−x
′′

r′
= xr′ +

(
n− 1

r
− r
)
x′ + λ.

令 (xδ, rδ) 是上述方程组在初始条件 (xδ, rδ, xδ
′(0)) = (0, δ, 1) 下的最长弧长解, 其中 δ > 0.

定义 2.2 令 s1 = s1(δ) > 0 是第一次出现下列情形时的弧长, 要么 xδ = 0, 要么切向量是 (1, 0)

或者 (−1, 0). 也就是说, 要么曲线 γδ 碰撞到 r- 轴, 要么曲线 γδ 具有水平的切线. 如果以上的情形都

没出现, 我们就令 s1(δ) = S(δ).

从上面的定义可以看出, 若 s ∈ (0, s1), 则 r′(s) > 0. 因此, 曲线在 δ < r < rδ(s1) 的区间上可以写

成图的形式 x = fδ(r).

若 f ′δ(r) =
dx
dr = 0, 即生成曲线 γδ 有竖直的切线, 则由引理 2.1 可知,

f ′′δ (r) = −
1

(r′)3

[
xr′ +

(
n− 1

r
− r
)
x′ + λ

]
= − 1

(r′)3
(xr′ + λ)

< 0.

这意味着 fδ(r) 仅能有局部最大值. 这样, fδ(r) 最多有一个临界点, 并且是最大值点.

下面将证明存在 δ > 0, 使得 γδ([0, s1(δ)]) 在第一象限内是一条起点和终点都在 r- 轴, 并且在这

两点处的切线都是水平方向的简单曲线. 把第一象限的 γδ([0, s1(δ)]) 通过 r- 轴反射到第二象限, 从而

得到上半平面中的一条简单封闭曲线, 该简单封闭曲线就是生成曲线 γ.

引理 2.2 对于 0 < s < s1, 只要 δ 足够小, 就有

xδ(s) 6 C1δ, rδ(s) 6
√
n− 1 +

π

2λ
, s1(δ) <∞

成立, 其中常数 C1 不依赖于 δ.

引理 2.3 对于足够小的 δ > 0, 有 xδ(s1) = 0.

定义 2.3 δ∗ 定义为

δ∗ = sup{δ > 0 : xδ(s1) = 0, s1 = s1(δ) <∞}.

引理 2.4 生成曲线的 r 坐标是有限的, 即

sup
δ<δ∗

rδ(s1) < +∞.

引理 2.5 生成曲线的 x 坐标满足下述关系:

sup
δ<δ∗

sup
0<s<s1

xδ(s) 6
π

2λ
.

从上述引理可知, 当 δ → δ∗ 时, 在第一象限的生成曲线 γδ(s) = (xδ, rδ) (0 6 s 6 s1) 与 x- 轴

不相交, 并且是有界的. 因此, 生成曲线的极限曲线 γ∗(s) = γδ∗(s) 在 0 6 s 6 s1 上的起点和终点都

在 r- 轴上, 即曲线是从点 (0, δ∗) 到点 (0, r∗), 其中 r∗ = rδ∗(s1). 生成曲线在点 (0, r∗) 有水平的切线,

即 x′δ∗(s1) = −1. 因此可以得到生成曲线 γ 是通过 r- 轴翻转第一象限的 γ∗([0, s1(δ
∗)]) 得到的上半平

面中的一条简单封闭曲线.
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3 FFF- 泛函和 λλλ- 超曲面的稳定性

3.1 FFF- 泛函

我们在文献 [9] 中定义 F- 泛函如下:

F(s) = FXs,ts(X(s))

= (4πts)
−n

2

∫
M

e−
|X(s)−Xs|2

2ts dµs + λ(4π)−
n
2

1√
ts

∫
M

⟨X(s)−Xs, N⟩e−
|X|2

2 dµ,

其中 Xs 和 ts 分别表示 X0 = O 和 t0 = 1 的变分, ∂X(0)
∂s = fN.

如果对于所有的法向变分, 以及 X0 = O 和 t0 = 1 的所有变分 Xs 和 ts 来说, X : M → Rn+1 都

是 F(s) 的临界点, 则称 X :M → Rn+1 是 F(s) 的临界点.

定理 3.1 令 X :M → Rn+1 是超曲面, 则下列叙述等价:

(1) X :M → Rn+1 是 λ- 超曲面;

(2) X :M → Rn+1 是 F(s) 的临界点.

3.2 紧致 λλλ- 超曲面的稳定性

定义 3.1 F- 泛函 F(s) 的临界点 X : M → Rn+1 称为 F- 稳定的, 如果对 X 的每个法向

变分 X(s), 都存在 X0 = O 和 t0 = 1 的变分 Xs 和 ts, 使得 F ′′(0) > 0; F- 泛函 F(s) 的临界点
X :M → Rn+1 称为 F- 不稳定的, 如果存在 X 的法向变分 X(s), 使得对 X0 = O 和 t0 = 1 的所有变

分 Xs 和 ts, 都有 F ′′(0) < 0 成立.

定理 3.2 (1) 若 r 6 √n 或者 r >
√
n+ 1, 则 n 维圆球面 X : Sn(r)→ Rn+1 是 F- 稳定的;

(2) 若
√
n < r 6

√
n+ 1, 则 n 维圆球面 X : Sn(r)→ Rn+1 是 F- 不稳定的.

结合定理 3.2, 我们提出如下问题:

问题 3.1 能否证明半径满足 r 6 √n 或者 r >
√
n+ 1 的圆球面 Sn(r) 是仅有的紧致的 F- 稳

定的 λ- 超曲面?

注 3.1 Colding 和 Minicozzi [20] 证明了圆球面 Sn(
√
n) 是唯一的 F- 稳定的紧致自收缩子. 为

了证明这个结论, 平均曲率 H 是 Jacobi 算子的特征函数起到了很重要的作用. 但对于 λ- 超曲面而

言, 平均曲率 H 一般不是 Jacobi 算子的特征函数.

4 完备的 λλλ- 超曲面

对于完备的 λ- 超曲面, 我们在文献 [9] 中证明了下面的定理:

定理 4.1 令 X :M → Rn+1 是 Rn+1 中完备的具有多项式面积增长的 n 维嵌入 λ- 超曲面. 若

H − λ > 0 且 λ(f3(H − λ)− S) > 0,

则 X :M → Rn+1 是下列情形之一:

(1) Sn(r), 其中 λ = n
r − r;

(2) Rn;
(3) Sk(r)× Rn−k, 0 < k < n,

其中 S =
∑
i,j h

2
ij 是第二基本形式长度的平方, f3 =

∑
i,j,k hijhjkhki.
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注 4.1 对于 λ = 0, Huisken [21] 及 Colding 和 Minicozzi [20] 证明了这个结果. 在这种情形下, 由

H > 0, 通过极大值原理, 可以得到 H ≡ 0 或者 H > 0, 因为

LH = ∆H − ⟨X,∇H⟩ = H − SH.

所以, 条件 H > 0 是必要的. 但是对于 λ ̸= 0 的情形, 由 H − λ > 0, 仅通过极大值原理, 是得不到

H − λ > 0 的. 我们还需要 λ(f3(H − λ)− S) > 0 这个条件. 而且这个条件 λ(f3(H − λ)− S) > 0 是必

要的. 否则有反例, 例如, 对于任意正整数 n, Rn+1 中完备的嵌入 λ- 超曲面 Γλ × Rn−1 不满足这个条

件, 其中 Γλ 是 R2 中紧致的嵌入 λ- 曲线.

定理 4.1 的证明思路 因为

LH = H + S(λ−H),

H − λ > 0

和

λ(f3(H − λ)− S) > 0,

可以证明 H − λ ≡ 0 或者 H − λ > 0. 接着考虑函数 log(H − λ), 得到

L log(H − λ) = 1− S +
λ

H − λ
− |∇ log(H − λ)|2

和

L
√
S >

√
S −
√
SS +

λf3√
S
.

为了能对函数 S、log(H − λ) 和
√
S 应用 Stokes 公式, 我们需要证明下面的公式:

(1)
∫
M
S(1 + |X|2)e−

|X|2
2 dµ < +∞;

(2)
∫
M
S2e−

|X|2
2 dµ < +∞;

(3)
∫
M
|∇
√
S|2e−

|X|2
2 dµ < +∞;

(4)
∫
M

∑
i,j,k h

2
ijke

− |X|2
2 dµ < +∞;

(5)
∫
M
S|∇ log(H − λ)|2e−

|X|2
2 dµ < +∞.

这里仅给出式子 (1)
∫
M
S(1 + |X|2)e−

|X|2
2 dµ < +∞ 的证明.

设 η 是具有紧致支集的函数, 则有∫
M

⟨∇η2,∇ log(H − λ)⟩e−
|X|2

2 dµ = −
∫
M

η2(L log(H − λ))e−
|X|2

2 dµ

=

∫
M

η2
(
S − 1− λ

H − λ
+ |∇ log(H − λ)|2

)
e−

|X|2
2 dµ.

结合上述等式和下面的不等式:

⟨∇η2,∇ log(H − λ)⟩ 6 ε|∇η|2 + 1

ε
η2|∇ log(H − λ)|2,

我们有 ∫
M

(
η2S + η2

(
1− 1

ε

)
|∇ log(H − λ)|2

)
e−

|X|2
2 dµ
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6
∫
M

(
ε|∇η|2 + η2 +

λ

H − λ
η2
)
e−

|X|2
2 dµ,

其中 ε > 0.

因为

λ

H − λ
6 λf3

S
6 |λ|

√
S 6 |λ|

(
S

2δ
+
δ

2

)
,

其中 δ > 0, 我们得到 ∫
M

{(
1− |λ|

2δ

)
η2S + η2

(
1− 1

ε

)
|∇ log(H − λ)|2

}
e−

|X|2
2 dµ

6
∫
M

(
ε|∇η|2 +

(
1 +
|λ|
2
δ

)
η2
)
e−

|X|2
2 dµ.

通过选择 ε、δ 和常数 c(n, λ), 我们得到∫
M

η2(S + |∇ log(H − λ)|2)e−
|X|2

2 dµ 6 c(n, λ)

∫
M

(|∇η|2 + η2)e−
|X|2

2 dµ.

因为 X :M → Rn+1 有多项式面积增长, 我们可以证明, 对于任意的 m > 0, 有∫
M

(1 + |X|m)e−
|X|2

2 dµ <∞.

用 |X|η 代换 η, 可得 ∫
M

η2S(1 + |X|2)e−
|X|2

2 dµ 6 c(n, λ)

∫
M

(1 + |X|2)e−
|X|2

2 dµ.

从而有 ∫
M

S(1 + |X|2)e−
|X|2

2 dµ <∞.

因此, 可以对我们的函数应用 Stokes 公式, 得到∫
M

⟨∇S,∇ log(H − λ)⟩e−
|X|2

2 dµ = −
∫
M

SL log(H − λ)e−
|X|2

2 dµ

和 ∫
M

|∇
√
S|2e−

|X|2
2 dµ = −

∫
M

√
SL
√
Se−

|X|2
2 dµ.

把

L log(H − λ) = 1− S +
λ

H − λ
− |∇ log(H − λ)|2

和

L
√
S >

√
S −
√
SS +

λf3√
S

代入到上面的两个公式中, 得到

0 >
∫
M

|∇
√
S −
√
S∇ log(H − λ)|2e−

|X|2
2 dµ+

∫
M

λ

(
f3 −

S

H − λ

)
e−

|X|2
2 dµ.
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又因为 λ(f3(H − λ)− S) > 0, 所以,

λ

(
f3 −

S

H − λ

)
= 0,

S
(H−λ)2 为常数, hijk(H − λ) = hijH,k 对于任意的的 i、j 和 k 都成立. 经过进一步的分析可知,

X :M → Rn+1 是 Rn 或者 Sk(r)× Rn−k, 其中 λ = k
r − r.

5 完备 λλλ- 超曲面的面积

5.1 完备 λλλ- 超曲面面积增长的上界

在 Riemann 几何的研究中, Bishop 和 Gromov 的如下体积 (按我们文中的说法是面积) 比较定理

是强有力的工具.

定理 5.1 对于 n 维完备非紧致的具有非负 Ricci 曲率的 Riemann 流形来说, 其测地球最多具

有多项式面积增长, 即

Area(Br(x0)) 6 Crn.

Cao和 Zhou [22] 研究了 n维完备非紧致的梯度收缩 Ricci孤立子的测地球面积增长的上界, 他们

得到如下结论:

定理 5.2 对于 n 维完备非紧致的梯度收缩 Ricci 孤立子来说, 其测地球最多具有多项式面积增

长, 即

Area(Br(x0)) 6 Crn.

很自然地要问下面的问题:

问题 5.1 能否给出完备非紧致的 λ- 超曲面的面积增长的上界?

事实上, 我们在文献 [9] 中得到了如下结论:

定理 5.3 令 X : M → Rn+1 是欧氏空间 Rn+1 中的完备非紧致的拟紧 λ- 超曲面, 则存在正的

常数 C 满足对于 r > 1, 有

Area(Br(0) ∩X(M)) 6 Crn+
λ2

2 −2β− inf H2

2 ,

其中 β = 1
4 inf(λ−H)2.

注 5.1 我们定理中的估计是最优的, 因为当柱面为 Sk(r0)× Rn−k 时, 上述不等式变为了等式;

当 λ = 0 时, 也就是对于自收缩子来说, 此结果已由 Ding 和 Xin [23] 及 Cheng 和 Zhou [24] 得到.

此外, 我们在文献 [9] 中还证明了如下结果:

定理 5.4 欧氏空间 Rn+1 中的完备非紧致的 λ- 超曲面 X :M → Rn+1 具有多项式的面积增长

当且仅当 X :M → Rn+1 是拟紧的.

我们在文献 [9] 中将给上述面积增长定理一个统一的证明.

定理 5.5 令 (M, g)是一个完备的 Riemann流形, 具有度量 g, f 是 M 上的一个非负的 C∞-拟

紧的函数. 令

Dr =

{
x ∈M ; f(x) <

r2

2

}
.

若 |∇f |2 6 f 在 M 上, 且 ∆f − |∇f |2 + f 6 k, 其中 k > 0 是一个常数, 则 Area(Dr) 6 cr2k.
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对于 Bishop 和 Gromov 的体积比较定理来说, 我们取 f = r2

4 , 其中 r = r(x) 是从固定点到 x 的

距离. 因为 Ricci 曲率是非负的, 所以,

∆r 6 n− 1

r
.

因此, 在 M 上,

|∇f |2 = f, ∆f − |∇f |2 + f 6 n

2
.

从定理 5.5, 我们得到了 Bishop 和 Gromov 的体积比较定理.

对于曹怀东和周德堂的定理来说, 因为 M 是梯度收缩 Ricci 孤立子, 所以, Rij + fij =
1
2gij ,

|∇f |2 6 f, ∆f − |∇f |2 + f 6 n

2
.

由定理 5.5, 我们得到了曹怀东和周德堂的定理.

对于我们的定理来说, 我们取 f = |X|2
4 − β, 得到 |∇f |

2 6 f,

∆f − |∇f |2 + f 6
(
n

2
+
λ2

4
− β − infH2

4

)
.

由定理 5.5, 我们得到 Cheng-Wei 的定理.

定理 5.5 的证明 定义

I(t) =
1

tk

∫
Dr

e−
f
t dv, t > 0,

可知

I ′(t) =
1

tk+1

∫
Dr

(
− k + f

t

)
e−

f
t dv.

对于 t > 1, 我们可以证明 I ′(t) 6 0. 事实上,

−tk+1I ′(t) =

∫
Dr

(
k − f

t

)
e−

f
t dv

>
∫
Dr

(
∆f − |∇f |2 + t− 1

t
f

)
e−

f
t dv

>
∫
Dr

(
∆f − |∇f |

2

t

)
e−

f
t dv

=

∫
Dr

div(e−
f
t∇f)dv

=

∫
∂Dr

e−
f
t

⟨
∇f, ∇f
|∇f |

⟩
dv

> 0.

因此, 对于 r > 1, 有

I(r2) 6 I(1).

在 Dr 中, f < r2

2 , 有

W (r) =

∫
Dr

e−fdv > r−2k

∫
Dr

e−
f

r2 dv > e−
1
2 r−2k

∫
Dr

dv.
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对于很大的 r 来说, 有

W (r)−W (r − 1) =

∫
Dr\Dr−1

e−fdv 6 e−
(r−1)2

2

∫
Dr

dv 6 e−rW (r),

W (r) 6 1

1− e−r
W (r − 1).

对于任意整数 N , 有

W (r +N) 6
∏N

j=0

1

1− e−(r+j)
W (r) 6 cW (r).

这样, 我们得到 W (∞) 是有限的. 因此,

Area(Dr) 6 cr2k.

证毕.

5.2 完备 λλλ- 超曲面面积增长的下界

Calabi 和丘成桐研究了 n 维完备非紧致的具有非负 Ricci 曲率的 Riemann 流形面积增长的下界,

证明了如下结论:

定理 5.6 n 维完备非紧致的具有非负 Ricci 曲率的 Riemann 流形上的测地球至少具有线性的

面积增长:

Area(Br(x0)) > Cr.

Cao 和 Zhou [22] 证明了 n 维完备非紧致的梯度收缩 Ricci 孤立子的面积不是有限的. 接着,

Munteanu 和 Wang [25] 证明了 n 维完备非紧致的梯度收缩 Ricci 孤立子至少具有线性的面积增长:

Area(Br(x0)) > Cr.

对于完备非紧致的 λ- 超曲面, 我们在文献 [9] 中证明了如下结论:

定理 5.7 令 X : M → Rn+1 是 n 维完备拟紧的 λ- 超曲面, 则对于任意点 p ∈ M , 都存在常数

C > 0 使得对于所有的 r > 1, 有

Area(Br(X(p)) ∩X(M)) > Cr.

注 5.2 我们定理中的估计是最优的, 因为当柱面为 Sn−1(r0) × R 时, 上述不等式变成了等式;

当 λ = 0 时, 也就是对于自收缩子来说, 文献 [26] 证明了此结论.

致谢 作者对审稿人提出的意见和建议表示感谢.
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