
ブロッホ・グリューナイゼン(Bloch-Grüneisen)の式 (弾性散乱): 

物質に外部電場𝐸⃗ を印加すると、物質内部の電子の運動方程式は、 

𝑚𝑒

𝑑𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ 

𝑑𝑡
= ℏ

𝑑𝑘⃗ 

𝑑𝑡
= −𝑒𝐸⃗ ,

𝑑𝑘⃗ 

𝑑𝑡
= −

𝑒𝐸⃗ 

ℏ
, (1) 

となるので、定常状態かつ場所𝑟 による不均一がないボルツマン方程式は、 

𝜕𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝑡
]

𝑠𝑐𝑎𝑡𝑡.

= 𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ ∙ ∇𝑟 
⃗⃗⃗⃗ 𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡) +

𝑑𝑘⃗ 

𝑑𝑡
∙ ∇𝑘⃗ 
⃗⃗ ⃗⃗ 𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡) +

𝜕𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝑑𝑘⃗ 

𝑑𝑡
∙ ∇𝑘⃗ 
⃗⃗ ⃗⃗ 𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡) = −

𝑒𝐸⃗ 

ℏ
∙ ∇𝑘⃗ 
⃗⃗ ⃗⃗ 𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡),

(2) 

となる。ここで定常状態の分布関数𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)は、外部電場と温度勾配がない平衡状態のフェルミ・ディラ

ック分布関数𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)から大きくズレないとして、その差を、 

𝑔(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡) ≡ 𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡) − 𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡), (3) 

と置き、𝑔(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)は緩和時間𝜏𝑝ℎで零に緩和すると仮定すると、電子のエネルギーを𝜖𝑘⃗ = ℏ2|𝑘⃗ |
2

2𝑚𝑒⁄ とし

て、 

−
𝑔(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜏𝑝ℎ
=

𝜕𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝑡
]

𝑠𝑐𝑎𝑡𝑡.

= −
𝑒𝐸⃗ 

ℏ
∙ ∇𝑘⃗ 
⃗⃗ ⃗⃗ 𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡), 

𝑔(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡) =
𝑒𝜏𝑝ℎ𝐸⃗ 

ℏ
∙ ∇𝑘⃗ 
⃗⃗ ⃗⃗ 𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡) =

𝑒𝜏𝑝ℎ𝐸⃗ 

ℏ
∙
𝜕𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
∇𝑘⃗ 
⃗⃗ ⃗⃗ 

ℏ2|𝑘⃗ |
2

2𝑚𝑒
=

𝑒𝜏𝑝ℎ𝐸⃗ 

ℏ
∙
𝜕𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 

ℏ2𝑘⃗ 

𝑚𝑒

= 𝑒𝜏𝑝ℎ

𝜕𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
𝐸⃗ ∙

ℏ𝑘⃗ 

𝑚𝑒
= 𝑒𝜏𝑝ℎ

𝜕𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
𝐸⃗ ∙ 𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ = 𝑒𝜏𝑝ℎ (

𝜕𝑔(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
+

𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
) 𝐸⃗ ∙ 𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ ,

(4) 

となる。また𝑔(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)は𝐸⃗ の一次の微小量なので、右辺第一項は𝐸⃗ の二次の微小量に相当しオームの法則

からのズレを表しているので今回は省略して、 

𝑔(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡) = 𝑒𝜏𝑝ℎ

𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
𝐸⃗ ∙ 𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ , (5) 

となる。(5)を(4)の最初の式に代入して、 

𝜕𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝑡
]

𝑠𝑐𝑎𝑡𝑡.

= −𝑒
𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
𝐸⃗ ∙ 𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ , (6) 

となる。一方でフェルミの黄金則から、伝導電子が𝑘⃗ から𝑘′⃗⃗⃗  へ散乱される遷移確率𝑃
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 
は、散乱ポテンシ

ャルを∆𝑈(𝑟 )、散乱時のエネルギー変化を∆𝜖
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 
すると、 

𝑃
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 

=
2𝜋

ℏ
|∆𝑈

𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 
|
2
𝛿 (𝜖

𝑘′⃗⃗⃗⃗ − 𝜖𝑘⃗ + ∆𝜖
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 

) , (7) 

∆𝑈
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 

≡ ∭(𝑒−𝑖𝑘⃗ ∙𝑟 )
∗
∆𝑈(𝑟 )𝑒−𝑖𝑘′⃗⃗⃗⃗ ∙𝑟 𝑑𝑟 = ∭𝑒𝑖(𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ )∙𝑟 ∆𝑈(𝑟 )𝑑𝑟 = ∆𝑈

𝑘⃗ ,𝑘′⃗⃗⃗⃗ 
∗, (8) 

となるが、弾性散乱だけを考えると 

∆𝜖
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 

= 0,   𝑃
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 

= 𝑃
𝑘⃗ ,𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,   𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡) = 𝑓0 (𝑟 , 𝑘′⃗⃗⃗  , 𝑡),     (9)  



なので、 

𝜕𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝑡
]

𝑠𝑐𝑎𝑡𝑡.

=
1

(2𝜋)3
∭𝑑𝑘′⃗⃗⃗  (1 − 𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡))𝑓 (𝑟 , 𝑘′⃗⃗⃗  , 𝑡) 𝑃

𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 

−
1

(2𝜋)3
∭𝑑𝑘′⃗⃗  ⃗𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡) (1 − 𝑓(𝑟 , 𝑘′⃗⃗  ⃗, 𝑡)) 𝑃

𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 
=

1

(2𝜋)3
∭𝑑𝑘′⃗⃗  ⃗ (𝑓(𝑟 , 𝑘′⃗⃗  ⃗, 𝑡) − 𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)) 𝑃

𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 

=
1

(2𝜋)3
∭𝑑𝑘′⃗⃗  ⃗ (𝑔(𝑟 , 𝑘′⃗⃗  ⃗, 𝑡) − 𝑔(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡))𝑃

𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 

=
𝑒𝜏𝑝ℎ

(2𝜋)3
∭𝑑𝑘′⃗⃗  ⃗ (

𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘′⃗⃗  ⃗, 𝑡)

𝜕𝜖
𝑘′⃗⃗⃗⃗ 

𝐸⃗ ∙ 𝑣
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ −

𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
𝐸⃗ ∙ 𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ )𝑃

𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 

=
𝑒𝜏𝑝ℎ

(2𝜋)3
∫ 𝑑|𝑘′⃗⃗  ⃗|∫ 𝑑𝜃′∫ 𝑑𝜑′|𝑘′⃗⃗  ⃗|

2
sin 𝜃′ 𝐸⃗ ∙ (

𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘′⃗⃗  ⃗, 𝑡)

𝜕𝜖
𝑘′⃗⃗⃗⃗ 

𝑣
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ −

𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ )𝑃

𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 

2𝜋

0

𝜋

0

∞

0

=
𝑒𝜏𝑝ℎ

(2𝜋)3
∫

𝑑|𝑘′⃗⃗  ⃗|

𝑑𝜖
𝑘′⃗⃗⃗⃗ 

𝑑𝜖
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ∫ 𝑑𝜃′∫ 𝑑𝜑′|𝑘′⃗⃗  ⃗|

2
sin 𝜃′ 𝐸⃗ ∙ (

𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘
′⃗⃗  ⃗, 𝑡)

𝜕𝜖
𝑘′⃗⃗⃗⃗ 

𝑣
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ −

𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ )𝑃

𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 

2𝜋

0

𝜋

0

∞

0

=
𝑒𝜏𝑝ℎ

ℏ(2𝜋)2
∫

1

ℏ√
𝑚𝑒

2𝜖
𝑘′⃗⃗⃗⃗ 

𝑑𝜖
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ∫ 𝑑𝜃′∫ 𝑑𝜑′|𝑘′⃗⃗  ⃗|

2
sin 𝜃′ 𝐸⃗ 

2𝜋

0

𝜋

0

∞

0

∙ (
𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘′⃗⃗  ⃗, 𝑡)

𝜕𝜖
𝑘′⃗⃗⃗⃗ 

𝑣
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ −

𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ ) |∆𝑈

𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 
|
2
𝛿(𝜖𝑘⃗ − 𝜖

𝑘′⃗⃗⃗⃗ )

=
𝑒𝜏𝑝ℎ|𝑘⃗ |

2

(2𝜋ℏ)2 √
𝑚𝑒

2𝜖𝑘⃗ 

𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
∫ 𝑑𝜃′∫ 𝑑𝜑′ sin 𝜃′ 𝐸⃗ ∙ (𝑣

𝑘′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ ) |∆𝑈
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 

|
22𝜋

0

𝜋

0

=
𝑒𝜏𝑝ℎ|𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ |𝑚𝑒

2

(2𝜋)2ℏ4

𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
∫ 𝑑𝜃′∫ 𝑑𝜑′ sin 𝜃′ 𝐸⃗ ∙ (𝑣

𝑘′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ ) |∆𝑈
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 

|
22𝜋

0

𝜋

0

, (10) 

となる。途中で(5)式を使った。ここで、𝑣𝑘⃗⃗⃗⃗ の方向を z 軸に取ると、𝑘⃗ と𝑘′⃗⃗⃗  のなす角𝜃
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 

= 𝜃′となり∆𝑈
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 

は𝜃
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 
だけの関数となる。また、 

𝐸⃗ ∙ (𝑣
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐸𝑥𝑣𝑘′𝑥 + 𝐸𝑦𝑣𝑘′𝑦 + 𝐸𝑧(𝑣𝑘′𝑧 − 𝑣𝑘𝑧) = |𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ |{𝐸𝑥 sin 𝜃′ cos𝜑′ + 𝐸𝑦 sin 𝜃′ sin𝜑′ + 𝐸𝑧(cos 𝜃′ − 1)},

(11) 

なので、 

𝜕𝑓(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝑡
]

𝑠𝑐𝑎𝑡𝑡.

=
𝑒𝜏𝑝ℎ|𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ |𝑚𝑒

2

(2𝜋)2ℏ4

𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
|𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ |∫ 𝑑𝜃′ sin 𝜃′ {𝐸𝑥 sin 𝜃′ ∫ cos𝜑′ 𝑑𝜑′

2𝜋

0

𝜋

0

+ 𝐸𝑦 sin 𝜃′ ∫ sin𝜑′ 𝑑𝜑′
2𝜋

0

+ 𝐸𝑧(cos𝜃′ − 1)∫ 𝑑𝜑′
2𝜋

0

} |∆𝑈
𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 

|
2

=
𝑒𝜏𝑝ℎ|𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ |𝑚𝑒

2

2𝜋ℏ4

𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
𝐸𝑧|𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ |∫ 𝑑𝜃′ sin 𝜃′ (cos𝜃′ − 1) |∆𝑈

𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 
|
2𝜋

0

=
𝑒𝜏𝑝ℎ|𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ |𝑚𝑒

2

2𝜋ℏ4

𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
𝐸⃗ ∙ 𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ ∫ 𝑑𝜃′ sin 𝜃′ (cos𝜃′ − 1) |∆𝑈

𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 
|
2𝜋

0

, (12) 

となり、(6)と(12)より、 



−𝑒
𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
𝐸⃗ ∙ 𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ =

𝑒𝜏𝑝ℎ|𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ |𝑚𝑒
2

2𝜋ℏ4

𝜕𝑓0(𝑟 , 𝑘⃗ , 𝑡)

𝜕𝜖𝑘⃗ 
𝐸⃗ ∙ 𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ ∫ 𝑑𝜃′ sin 𝜃′ (cos𝜃′ − 1) |∆𝑈

𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 
|
2𝜋

0

, 

1

𝜏𝑝ℎ
=

|𝑣𝑘⃗ ⃗⃗⃗⃗ |𝑚𝑒
2

2𝜋ℏ4
∫ 𝑑𝜃′ sin 𝜃′ (1 − cos𝜃′) |∆𝑈

𝑘′⃗⃗⃗⃗ ,𝑘⃗ 
|
2𝜋

0

, (13) 

となる。また、原子一個が作るポテンシャルを𝑈0(𝑟 )とすると、結晶中で電子が感じるポテンシャル𝑈(𝑟 )

は、結晶中の原子数をNとして並進ベクトル𝑅𝑛
⃗⃗ ⃗⃗  を用いて、 

𝑈(𝑟 ) = ∑ 𝑈0(𝑟 − 𝑅𝑛
⃗⃗ ⃗⃗  )

𝑁

𝑛=1

, (14) 

と表される。この各原子位置𝑅𝑛
⃗⃗ ⃗⃗  に波数を𝑞 とした第 8回目の(8.2)式の変位の足し合わせ𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗ が加わると、差

分∆𝑈(𝑟 )は、 

𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ≡
1

√𝑁
∑𝐴𝑞⃗ 

⃗⃗ ⃗⃗  𝑒𝑖𝑞⃗ ∙𝑅𝑛⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝑞⃗ 

, (15) 

∆𝑈(𝑟 ) = ∑{𝑈0(𝑟 − 𝑅𝑛
⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ) − 𝑈0(𝑟 − 𝑅𝑛

⃗⃗ ⃗⃗  )}

𝑁

𝑛=1

, (16) 

となる。𝑞 の和は全てのフォノンモードについて取る。1 √𝑁⁄ は規格化定数である。従って、 

∆𝑈𝑘′𝑘 = ∭𝑒𝑖(𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ )∙𝑟 ∆𝑈(𝑟 )𝑑𝑟 = ∭𝑒𝑖(𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ )∙𝑟 ∑{𝑈0(𝑟 − 𝑅𝑛
⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ) − 𝑈0(𝑟 − 𝑅𝑛

⃗⃗ ⃗⃗  )}

𝑁

𝑛=1

𝑑𝑟 

= ∑ {𝑒
𝑖(𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ )∙(𝑅𝑛⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)

∭𝑒𝑖(𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ )∙(𝑟 −𝑅𝑛⃗⃗⃗⃗  ⃗−𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)
𝑈0(𝑟 − 𝑅𝑛

⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗ )𝑑𝑟 

𝑁

𝑛=1

− 𝑒
𝑖(𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ )∙𝑅𝑛⃗⃗⃗⃗  ⃗

∭𝑒
𝑖(𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ )∙(𝑟 −𝑅𝑛⃗⃗⃗⃗  ⃗)

𝑈0(𝑟 − 𝑅𝑛
⃗⃗ ⃗⃗  )𝑑𝑟 } , (17) 

となる。(17)式右辺中の２つの積分は全空間(少なくとも結晶全体)に渡って取るべきものだが、𝑈0(𝑟 )の影

響が及ぶ範囲は狭くて、最近接原子に至るまでにはほとんど零になるので、𝑅𝑛
⃗⃗ ⃗⃗  にはよらない。よって、 

𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ≡ 𝑁 ∭ 𝑒𝑖(𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ )∙𝑟 𝑈0(𝑟 )𝑑𝑟 

全空間

= 𝑁 ∭ 𝑒𝑖(𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ )∙𝑟 𝑈0(𝑟 )𝑑𝑟 
原点付近

, (18) 

と定義してまとめると、 

∆𝑈𝑘′𝑘 =
𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑁
∑ {𝑒

𝑖(𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ )∙(𝑅𝑛⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)
− 𝑒𝑖(𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ )∙𝑅𝑛⃗⃗⃗⃗  ⃗

}

𝑁

𝑛=1

=
𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑁
∑ 𝑒𝑖(𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ )∙𝑅𝑛⃗⃗⃗⃗  ⃗

{𝑒
𝑖(𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ )∙𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

− 1}

𝑁

𝑛=1

≅
𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑁
∑ 𝑒

𝑖(𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ )∙𝑅𝑛⃗⃗⃗⃗  ⃗
{𝑖(𝑘⃗ − 𝑘′⃗⃗  ⃗) ∙

1

√𝑁
∑𝐴𝑞⃗ 

⃗⃗ ⃗⃗  𝑒𝑖𝑞⃗ ∙𝑅𝑛⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝑞⃗ 

}

𝑁

𝑛=1

= 𝑖
𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑁
∑(𝑘⃗ − 𝑘′⃗⃗  ⃗) ∙

𝐴𝑞⃗ 
⃗⃗ ⃗⃗  

√𝑁
∑ 𝑒𝑖(𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ +𝑞⃗ )∙𝑅𝑛⃗⃗⃗⃗  ⃗
𝑁

𝑛=1𝑞⃗ 

= 𝑖𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∑(𝑘⃗ − 𝑘′⃗⃗  ⃗) ∙

𝐴𝑞⃗ 
⃗⃗ ⃗⃗  

√𝑁
𝛿

𝑘′⃗⃗⃗⃗ −𝑘⃗ ,𝑞⃗ 

𝑞⃗ 

= 𝑖𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑘⃗ − 𝑘′⃗⃗  ⃗) ∙

𝐴
𝑘′⃗⃗⃗⃗ −𝑘⃗ 

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

√𝑁
, (19) 

参考:  
1

𝑁
∑ 𝑒𝑖(𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ +𝑞⃗ )∙𝑅𝑛⃗⃗⃗⃗  ⃗
𝑁

𝑛=1

= 𝛿
𝑘′⃗⃗⃗⃗ −𝑘⃗ ,𝑞⃗ 

 



となる。和は通常過程では𝑞 = 𝑘′⃗⃗  ⃗ − 𝑘⃗ を満たすフォノンモードについて取るが、ウムクラップ過程の場合

は𝑞 = 𝑘′⃗⃗  ⃗ − 𝑘⃗ − 𝐺𝑔
⃗⃗⃗⃗ , (𝐺𝑔

⃗⃗⃗⃗ は逆格子ベクトル)について取る(複数の𝑞 が該当する場合には足し合わせる)。従っ

て、縦波と横波のフォノンの 3つのモードを区別しない場合には、 

|∆𝑈𝑘′𝑘|
2 = |𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑘⃗ − 𝑘′⃗⃗  ⃗) ∙
𝐴

𝑘′⃗⃗⃗⃗ −𝑘⃗ 
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

√𝑁
|

2

= |𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |2 |(𝑘⃗ − 𝑘′⃗⃗  ⃗) ∙

𝐴
𝑘′⃗⃗⃗⃗ −𝑘⃗ 

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

√𝑁
|

2

=
1

3𝑁
|𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |2|𝑘⃗ − 𝑘′⃗⃗  ⃗|

2
|𝐴

𝑘′⃗⃗⃗⃗ −𝑘⃗ 
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

2
, (20) 

となる。また第 9 回目の(9.1)式と(9.8)式から、質量𝑀の原子がバネ定数𝐾 = 𝑀𝜔2のバネで格子点に繋が

れているとすると、その自由度は 6なので(零点振動を除いた)エネルギー〈𝐸〉を介して、 

〈𝐸〉 ≅ 6
𝑀𝜔2

2𝑁
|𝐴

𝑘′⃗⃗⃗⃗ −𝑘⃗ 
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

2
≅

3ℏ𝜔

𝑒
ℏ𝜔
𝑘𝐵𝑇 − 1

,   |𝐴
𝑘′⃗⃗⃗⃗ −𝑘⃗ 

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|
2
≅

𝑁ℏ

𝑀𝜔(𝑒
ℏ𝜔
𝑘𝐵𝑇 − 1)

 

|∆𝑈𝑘′𝑘|
2 =

ℏ|𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |2|𝑘⃗ − 𝑘′⃗⃗  ⃗|

2

3𝑀𝜔(𝑒
ℏ𝜔
𝑘𝐵𝑇 − 1)

=
ℏ|𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |2|𝑘⃗ − 𝑘′⃗⃗  ⃗|
2

3𝑀𝑣𝑠|𝑘⃗ − 𝑘′⃗⃗  ⃗| (𝑒

ℏ𝑣𝑠|𝑘⃗ −𝑘′⃗⃗⃗⃗ |

𝑘𝐵𝑇 − 1)

=
2ℏ|𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |2|𝑘⃗ | sin
𝜃′
2

3𝑀𝑣𝑠 (𝑒
2ℏ𝑣𝑠|𝑘⃗ | sin

𝜃′

2
𝑘𝐵𝑇 − 1)

, (21) 

       

となる (𝑣𝑠は結晶中のフォノンの速度)。|𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |2は近似的に𝜃′にあまり依存しないとして積分の外へ出す

と (13)式は、 

1

𝜏𝑝ℎ
=

|𝑣𝑘⃗⃗⃗⃗ |𝑚𝑒
2

2𝜋ℏ4
∫ 𝑑𝜃′ sin 𝜃′ (1 − cos𝜃′)

2ℏ|𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |2|𝑘⃗ | sin

𝜃′
2

3𝑀𝑣𝑠 (𝑒

2ℏ𝑣𝑠|𝑘⃗ | sin
𝜃′

2
𝑘𝐵𝑇 − 1)

𝜋

0

=
|𝑘⃗ ||𝑣𝑘⃗⃗⃗⃗ ||𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |2𝑚𝑒
2

3𝜋ℏ3𝑀𝑣𝑠
∫ 𝑑𝜃′

4 cos
𝜃′
2 sin4 𝜃′

2

(𝑒
2ℏ𝑣𝑠|𝑘⃗ | sin

𝜃′

2
𝑘𝐵𝑇 − 1)

𝜋

0

, (22) 

となる。ここで、 

𝑥 ≡
ℏ𝜔

𝑘𝐵𝑇
=

2ℏ𝑣𝑠|𝑘⃗ | sin
𝜃′

2
𝑘𝐵𝑇

, (23) 

と定義すると、ℏ𝜔 > 𝑘𝐵𝜃𝐷の範囲にある高振動数のフォノンによる散乱は急激に減少するので、積分範囲

を 



0 < 𝑥 <
𝜃𝐷

𝑇
, (24) 

とすると(22)式は、 

1

𝜏𝑝ℎ
=

|𝑘⃗ ||𝑣𝑘⃗⃗⃗⃗ ||𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |2𝑚𝑒

2

3𝜋ℏ3𝑀𝑣𝑠
∫ 𝑑𝑥 (

𝑘𝐵𝑇

2ℏ𝑣𝑠|𝑘⃗ |
)

5
8𝑥4

(𝑒𝑥 − 1)

𝜃𝐷
𝑇

0

=
8|𝑘⃗ ||𝑣𝑘⃗⃗⃗⃗ ||𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |2𝑚𝑒
2

3𝜋ℏ3𝑀𝑣𝑠
(

𝑘𝐵𝑇

2ℏ𝑣𝑠|𝑘⃗ |
)

5

∫ 𝑑𝑥
𝑥4

(𝑒𝑥 − 1)

𝜃𝐷
𝑇

0

,

(25) 

𝜌𝑝ℎ =
𝑚𝑒

𝑛𝑒𝑒2𝜏𝑝ℎ
=

8|𝑘⃗ ||𝑣𝑘⃗⃗⃗⃗ ||𝑈𝑎𝑡𝑜𝑚
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |2𝑚𝑒

3

3𝜋𝑛𝑒𝑒2ℏ3𝑀𝑣𝑠
(

𝑘𝐵𝑇

2ℏ𝑣𝑠|𝑘⃗ |
)

5

∫ 𝑑𝑥
𝑥4

(𝑒𝑥 − 1)

𝜃𝐷
𝑇

0

, (26) 

となる。 

 


