
水素分子内結合の補足: 

(x, y, z)の直交座標を、(u, v, w)の楕円座標

に変換する。楕円の一般式、 

𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1,   (1) 

において、焦点の座標を(𝑓, 0), (−𝑓, 0)、

離心率を 1/uとすると、 

𝑓 = √𝑎2 − 𝑏2 =
𝑎

𝑢
,   (2) 

が成り立つので、(1)式は、 

𝑥2

𝑓2𝑢2
+

𝑦2

𝑓2(𝑢2 − 1)
= 1,   (3) 

となる。同様に双曲線の一般式、 

𝑥2

𝑐2
−

𝑦2

𝑑2
= 1,   (4) 

において、焦点の座標を(𝑓, 0), (−𝑓, 0)、離心率を 1/vとすると、 

𝑓 = √𝑐2 + 𝑑2 =
𝑎

𝑣
,   (5) 

が成り立つので、(4)式は、 

𝑥2

𝑓2𝑣2
−

𝑦2

𝑓2(1 − 𝑣2)
= 1,   (6) 

となる。(3),(6)式から、 

𝑢2 −
𝑦2𝑢2

𝑓2(𝑢2 − 1)
= 𝑣2 +

𝑦2𝑣2

𝑓2(1 − 𝑣2)
,   𝑓2(𝑢2 − 𝑣2) =

𝑦2𝑢2

(𝑢2 − 1)
+

𝑦2𝑣2

(1 − 𝑣2)
,  

𝑓2(𝑢2 − 𝑣2)(𝑢2 − 1)(1 − 𝑣2) = 𝑦2𝑢2(1 − 𝑣2) + 𝑦2𝑣2(𝑢2 − 1),  

𝑦2 = 𝑓2(𝑢2 − 1)(1 − 𝑣2),   (7) 

𝑥2

𝑓2𝑣2
=

(𝑢2 − 1)(1 − 𝑣2)

(1 − 𝑣2)
+ 1,        𝑥2 = 𝑓2𝑣2𝑢2,   (8) 

となる。上図の様に uと vは直交している。これを x軸周りに角度 wで回転させると、三次元上の任意の点を表

すことができるので、 

𝑥 = 𝑓𝑢𝑣,     𝑦 = 𝑓√(𝑢2 − 1)(1 − 𝑣2) cos 𝑤 ,     𝑧 = 𝑓√(𝑢2 − 1)(1 − 𝑣2) sin 𝑤,     (9) 

1 ≤ 𝑢 < ∞, −1 < 𝑣 < 1,     0 ≤ 𝑤 < 2𝜋, 

となる。またヤコビアン Jは、 

𝑗 =
|

|

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑤
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑤
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑧

𝜕𝑤

|

|
=

|

|

𝑓𝑣 𝑓𝑢 0

𝑓𝑢√1 − 𝑣2

√𝑢2 − 1
cos 𝑤

−𝑓𝑣√𝑢2 − 1

√1 − 𝑣2
cos 𝑤 −𝑓√(𝑢2 − 1)(1 − 𝑣2) sin 𝑤

𝑓𝑢√1 − 𝑣2

√𝑢2 − 1
sin 𝑤

−𝑓𝑣√𝑢2 − 1

√1 − 𝑣2
sin 𝑤 𝑓√(𝑢2 − 1)(1 − 𝑣2) cos 𝑤

|

|

= −𝑓(𝑓𝑣 cos 𝑤)2(𝑢2 − 1) − 𝑓(𝑓𝑣 sin 𝑤)2(𝑢2 − 1) − 𝑓(𝑓𝑢 cos 𝑤)2(1 − 𝑣2) − 𝑓(𝑓𝑢 sin 𝑤)2(1 − 𝑣2)

= −𝑓(𝑓𝑣)2(𝑢2 − 1) − 𝑓(𝑓𝑢)2(1 − 𝑣2) = 𝑓3(𝑢2 − 𝑣2),     (10) 

なので、第 5回の重なり積分 Sは、 

𝑢 

𝑣 



𝑆 = ∭ 𝜑1𝑠
∗ (𝑟𝐴)𝜑1𝑠(𝑟𝐵)𝑑𝑟 = ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑑𝑧𝜑1𝑠

∗ (𝑟𝐴)𝜑1𝑠(𝑟𝐵)
∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

= 𝑓3 ∫ 𝑑𝑢 ∫ 𝑑𝑣 ∫ 𝑑𝑤(𝑢2 − 𝑣2)𝜑1𝑠
∗ (𝑟𝐴)𝜑1𝑠(𝑟𝐵)

2𝜋

0

1

−1

∞

1

=
𝑓3

𝜋𝑎0
3

∫ 𝑑𝑢 ∫ 𝑑𝑣 ∫ 𝑑𝑤(𝑢2 − 𝑣2)𝑒
−

|𝑟𝐴|+|𝑟𝐵|
𝑎0

2𝜋

0

1

−1

∞

1

=
2𝑓3

𝑎0
3

∫ 𝑑𝑢 ∫ 𝑑𝑣(𝑢2 − 𝑣2)𝑒
−

|𝑟𝐴|+|𝑟⃗𝐵|
𝑎0

1

−1

∞

1

,   (11) 

となるが、２つの水素原子がそれぞれ焦点位置にいるとすると、楕円の性質から、 

|𝑅⃗⃗| = 2𝑓,             |𝑟𝐴| + |𝑟𝐵| = 2𝑓𝑢 = |𝑅⃗⃗|𝑢,     (12) 

なので(11)式は、 

𝑆 =
|𝑅⃗⃗|

3

4𝑎0
3

∫ 𝑑𝑢 ∫ 𝑑𝑣(𝑢2 − 𝑣2)𝑒
−

|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0

1

−1

∞

1

=
|𝑅⃗⃗|

3

4𝑎0
3

∫ 𝑑𝑢𝑒
−

|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0 [𝑢2𝑣 −

𝑣3

3
]

−1

1∞

1

=
|𝑅⃗⃗|

3

4𝑎0
3

∫ 𝑑𝑢2𝑒
−

|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0 (𝑢2 −

1

3
)

∞

1

=
|𝑅⃗⃗|

3

4𝑎0
3

{[−
2𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0 (𝑢2 −

1

3
)]

1

∞

+ ∫ 𝑑𝑢
4𝑎0𝑢

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0

∞

1

}

=
|𝑅⃗⃗|

3

4𝑎0
3

{
4𝑎0

3|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 + [−

4𝑎0
2𝑢

|𝑅⃗⃗|
2 𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0 ]

1

∞

+ ∫ 𝑑𝑢
4𝑎0

2

|𝑅⃗⃗|
2 𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0

∞

1

}

=
|𝑅⃗⃗|

3

4𝑎0
3

{
4𝑎0

3|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 +

4𝑎0
2

|𝑅⃗⃗|
2 𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 + [−

4𝑎0
3

|𝑅⃗⃗|
3 𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0 ]

1

∞

} = (1 +
|𝑅⃗⃗|

𝑎0
+

|𝑅⃗⃗|
2

3𝑎0
2

) 𝑒
−

|𝑅⃗⃗|
𝑎0 ,   (13) 

となる。一方、HAAは、 

𝐻𝐴𝐴 = ∭ 𝜑1𝑠
∗ (𝑟𝐴)𝐻𝜑1𝑠(𝑟𝐴)𝑑𝑟 = ∭ 𝜑1𝑠

∗ (𝑟𝐴) {−
ℏ2∇⃗⃗⃗2

2𝑚
−

𝑒2

4𝜋𝜀0
(

1

|𝑟𝐴|
+

1

|𝑟𝐵|
−

1

|𝑅⃗⃗|
)} 𝜑1𝑠(𝑟𝐴)𝑑𝑟

= ∭ 𝜑1𝑠
∗ (𝑟𝐴) {−

ℏ2∇⃗⃗⃗2

2𝑚
−

𝑒2

4𝜋𝜀0|𝑟𝐴|
} 𝜑1𝑠(𝑟𝐴)𝑑𝑟 +

𝑒2

4𝜋𝜀0|𝑅⃗⃗|
∭ 𝜑1𝑠

∗ (𝑟𝐴)𝜑1𝑠(𝑟𝐴)𝑑𝑟

−
𝑒2

4𝜋𝜀0
∭ 𝜑1𝑠

∗ (𝑟𝐴)
1

|𝑟𝐵|
𝜑1𝑠(𝑟𝐴)𝑑𝑟

= 𝐸1𝑠 +
𝑒2

4𝜋𝜀0|𝑅⃗⃗|
−

𝑒2|𝑅⃗⃗|
3

32𝜋2𝜀0𝑎0
3

∫ 𝑑𝑢 ∫ 𝑑𝑣 ∫ 𝑑𝑤
(𝑢2 − 𝑣2)

|𝑟𝐵|
𝑒

−
2|𝑟𝐴|

𝑎0

2𝜋

0

1

−1

∞

1

= 𝐸1𝑠 +
𝑒2

4𝜋𝜀0|𝑅⃗⃗|
−

𝑒2|𝑅⃗⃗|
3

16𝜋𝜀0𝑎0
3

∫ 𝑑𝑢 ∫ 𝑑𝑣
(𝑢2 − 𝑣2)

|𝑟𝐵|
𝑒

−
2|𝑟𝐴|

𝑎0

1

−1

∞

1

,     (14) 

となるが、(12)式と双曲線の性質から、 

{
|𝑟𝐴| + |𝑟𝐵| = |𝑅⃗⃗|𝑢

|𝑟𝐴| − |𝑟𝐵| = |𝑅⃗⃗|𝑣
,     |𝑟𝐴| =

|𝑅⃗⃗|(𝑢 + 𝑣)

2
,     |𝑟𝐵| =

|𝑅⃗⃗|(𝑢 − 𝑣)

2
,     (15) 

なので、(14)式の右辺の積分部分は、 



∫ 𝑑𝑢 ∫ 𝑑𝑣
(𝑢2 − 𝑣2)

|𝑟𝐵|
𝑒

−
2|𝑟𝐴|

𝑎0

1

−1

∞

1

=
2

|𝑅⃗⃗|
∫ 𝑑𝑢 ∫ 𝑑𝑣(𝑢 + 𝑣)𝑒

−
|𝑅⃗⃗|(𝑢+𝑣)

𝑎0

1

−1

∞

1

=
2

|𝑅⃗⃗|
∫ 𝑑𝑢𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0 {[−

𝑎0(𝑢 + 𝑣)

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑣
𝑎0 ]

−1

1

+
𝑎0

|𝑅⃗⃗|
∫ 𝑑𝑣𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑣
𝑎0

1

−1

}
∞

1

=
2

|𝑅⃗⃗|
∫ 𝑑𝑢𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0 {−

𝑎0(𝑢 + 1)

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 +

𝑎0(𝑢 − 1)

|𝑅⃗⃗|
𝑒

|𝑅⃗⃗|
𝑎0 +

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
[−

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑣
𝑎0 ]

−1

1

}
∞

1

=
2𝑎0

|𝑅⃗⃗|
2 ∫ 𝑑𝑢𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0 {−(𝑢 + 1)𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 + (𝑢 − 1)𝑒

|𝑅⃗⃗|
𝑎0 −

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 +

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

|𝑅⃗⃗|
𝑎0 }

∞

1

=
2𝑎0

|𝑅⃗⃗|
2 {[−

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0 {−(𝑢 + 1)𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 + (𝑢 − 1)𝑒

|𝑅⃗⃗|
𝑎0 −

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 +

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

|𝑅⃗⃗|
𝑎0 }]

1

∞

+
𝑎0

|𝑅⃗⃗|
(𝑒

|𝑅⃗⃗|
𝑎0 − 𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 ) ∫ 𝑑𝑢𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0

∞

1

}

=
2𝑎0

2

|𝑅⃗⃗|
3 {𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 {−2𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 −

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 +

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

|𝑅⃗⃗|
𝑎0 } + (𝑒

|𝑅⃗⃗|
𝑎0 − 𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 ) [−

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0 ]

1

∞

}

=
2𝑎0

2

|𝑅⃗⃗|
3 {𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 {−2𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 −

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 +

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

|𝑅⃗⃗|
𝑎0 } + (𝑒

|𝑅⃗⃗|
𝑎0 − 𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 )

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 }

=
4𝑎0

2

|𝑅⃗⃗|
3 𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 (−𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 −

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 +

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

|𝑅⃗⃗|
𝑎0 ),     (16) 

となる。(16)式を(14)に代入して、 

𝐻𝐴𝐴 = 𝐸1𝑠 +
𝑒2

4𝜋𝜀0|𝑅⃗⃗|
−

𝑒2

4𝜋𝜀0𝑎0
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 (−𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 −

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 +

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

|𝑅⃗⃗|
𝑎0 ) = 𝐸1𝑠 +

𝑒2

4𝜋𝜀0𝑎0
𝑒

−
2|𝑅⃗⃗|
𝑎0 (1 +

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
),     (17) 

となる。最後に、HABは、 

𝐻𝐴𝐵 = ∭ 𝜑1𝑠
∗ (𝑟𝐴)𝐻𝜑1𝑠(𝑟𝐵)𝑑𝑟 = ∭ 𝜑1𝑠

∗ (𝑟𝐴) {−
ℏ2∇⃗⃗⃗2

2𝑚
−

𝑒2

4𝜋𝜀0
(

1

|𝑟𝐴|
+

1

|𝑟𝐵|
−

1

|𝑅⃗⃗|
)} 𝜑1𝑠(𝑟𝐵)𝑑𝑟

= ∭ 𝜑1𝑠
∗ (𝑟𝐴) {−

ℏ2∇⃗⃗⃗2

2𝑚
−

𝑒2

4𝜋𝜀0|𝑟𝐵|
} 𝜑1𝑠(𝑟𝐵)𝑑𝑟 +

𝑒2

4𝜋𝜀0|𝑅⃗⃗|
∭ 𝜑1𝑠

∗ (𝑟𝐴)𝜑1𝑠(𝑟𝐵)𝑑𝑟

− ∭ 𝜑1𝑠
∗ (𝑟𝐴)

1

|𝑟𝐵|
𝜑1𝑠(𝑟𝐵)𝑑𝑟

= 𝐸1𝑠 ∭ 𝜑1𝑠
∗ (𝑟𝐴)𝜑1𝑠(𝑟𝐵)𝑑𝑟 +

𝑒2

4𝜋𝜀0|𝑅⃗⃗|
∭ 𝜑1𝑠

∗ (𝑟𝐴)𝜑1𝑠(𝑟𝐵)𝑑𝑟

−
𝑒2|𝑅⃗⃗|

3

32𝜋2𝜀0𝑎0
3

∫ 𝑑𝑢 ∫ 𝑑𝑣 ∫ 𝑑𝑤
(𝑢2 − 𝑣2)

|𝑟𝐵|
𝑒

−
|𝑟𝐴|+|𝑟⃗𝐵|

𝑎0

2𝜋

0

1

−1

∞

1

= (𝐸1𝑠 +
𝑒2

4𝜋𝜀0|𝑅⃗⃗|
) 𝑆 −

𝑒2|𝑅⃗⃗|
3

16𝜋𝜀0𝑎0
3

∫ 𝑑𝑢 ∫ 𝑑𝑣
(𝑢2 − 𝑣2)

|𝑟𝐵|
𝑒

−
|𝑟𝐴|+|𝑟𝐵|

𝑎0

1

−1

∞

1

,     (18) 

となるが、(18)式の右辺の積分部分は、 



∫ 𝑑𝑢 ∫ 𝑑𝑣
(𝑢2 − 𝑣2)

|𝑟𝐵|
𝑒

−
|𝑟𝐴|+|𝑟⃗𝐵|

𝑎0

1

−1

∞

1

=
2

|𝑅⃗⃗|
∫ 𝑑𝑢 ∫ 𝑑𝑣(𝑢 + 𝑣)𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0

1

−1

∞

1

=
2

|𝑅⃗⃗|
∫ 𝑑𝑢𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0 [𝑢𝑣 +

𝑣2

2
]

−1

1∞

1

=
2

|𝑅⃗⃗|
∫ 𝑑𝑢2𝑢𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0

∞

1

=
2

|𝑅⃗⃗|
{[−

2𝑢𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0 ]

1

∞

+
2𝑎0

|𝑅⃗⃗|
∫ 𝑑𝑢𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0

∞

1

}

=
2

|𝑅⃗⃗|
{
2𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 +

2𝑎0

|𝑅⃗⃗|
[−

𝑎0

|𝑅⃗⃗|
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|𝑢
𝑎0 ]

1

∞

} =
4𝑎0

2

|𝑅⃗⃗|
3 𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 (1 +

|𝑅⃗⃗|

𝑎0
),     (19) 

となるので、(19)式を(18)式に代入して、 

𝐻𝐴𝐵 = (𝐸1𝑠 +
𝑒2

4𝜋𝜀0|𝑅⃗⃗|
) 𝑆 −

𝑒2

4𝜋𝜀0𝑎0
𝑒

−
|𝑅⃗⃗|
𝑎0 (1 +

|𝑅⃗⃗|

𝑎0
),     (20) 

となる。 


